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Введение 
Исследование процессов теплового разру-
шения материалов, вызванных взаимодействием 
интенсивных тепловых потоков с твердыми 
телами, составляет содержание проблемы тер-
мической прочности, актуальность которой 
возросла в последнее десятилетие в связи с 
созданием мощных излучателей энергии и их 
использованием в технологических операциях. 
Быстрый нагрев вещества происходит при 
обработке в инфракрасных печах, плазмохи-
мических реакциях, гелиоустановках. Новые 
технологические приемы в машиностроении и 
близких областях основаны на интенсивном 
нагреве материалов плазменными потоками, 
лазерными или электронными лучами. Мощные 
радиационные излучатели используются для 
термической закалки и упрочнения поверхности 
изделий. Интенсивному тепловому воздействию 
подвергаются поверхности авиационно-косми-
ческих аппаратов и пусковых установок. 
Накоплено значительное количество публи-
каций, описывающих эти процессы в ядерной 
энергетике, в авиастроении, ракетостроении и 
космической технике, в турбиностроении и 
эксплуатации турбинных установок и т.д. 
Систематизация результатов, накопленных в 
этой области термомеханики, дана в обзорах [1, 2] 
и книгах [3, 4] одного из авторов. 
При повышенных температурах и более 
высоком уровне напряжений понятие об уп-
ругом теле становится недостаточным: почти у 
всех материалов обнаруживается более или 
менее отчетливо выраженное явление вязкого 
течения. В этом случае поведение реального 
тела принято называть вязкоупругим, так как 
тело одновременно проявляет упругие и вяз-
коупругие свойства. Поэтому учет реологи-
ческих эффектов имеет большое значение при 
проектировании элементов конструкций, под-
вергающихся воздействию высоких температур. 
В [5, 6] проведена серия исследований в этой 
области. Настоящая статья продолжает эти 
исследования. Изучается термическая реакция 
на тепловой удар вязкоупругой бесконечной 
области, ограниченной изнутри поверхностями: 
либо плоской, либо цилиндрической, либо сфе-
рической. Выясняется влияние геометрическо-
го фактора граничной поверхности области на 
величину термовязкоупругих напряжений. Ис-
следование проводится в рамках предложенной 
обобщенной модели, представляющей самосто-
ятельный интерес для термовязкоупругости. 
 
Определяющие соотношения несвязанной 
термовязкоупругости 
В [5] рассмотрены основы теории Хилтона – 
Ли – Штернберга упруго-вязкой аналогии при 
изучении термической реакции вязкоупругих 
тел при тепловом ударе. Определяющие соот-
ношения несвязанной термоупругости относи-
тельно компонент тензоров напряжения 
( )tMij ,σ  и деформации ( )tMij ,ε , вектора 
перемещения ( )tMUi ,  в области ( ) DzyxM ∈,, , 
0 >t  удовлетворяют соотношениям (в 
индексных обозначениях [3]) 
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где zyxji ,,, = , ( ) ( )tMtMe ii ,, ε=  – 
объемная деформация, связанная с суммой 
нормальных напряжений ( ) ( )tMtM ii ,, σσ =  
соотношением 
 
( ) ( ) ( )0321, TTEtMe T −+−= αν ; (2) 
 
( )tMTT ,=  – температурная функция, 0T  – ее 
начальное значение, ( )ν+= 12GE  – модуль 
П 
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Юнга; остальные параметры в (1)–(2) 
общеизвестны [3, 4]. Если ввести девиатор 
напряжений ( )tMsij ,  и девиатор деформаций 
( )tMeij ,  
 
ijijijS σδσ −= , ijijije εδε −= , (3) 
 
где ( ) ii31 σ=σ  и ( ) ii31 ε=ε  – среднее 
нормальное напряжение и среднее удлинение  
( ijδ  – символ Кронекера [4]), то закон Гука в 
(1), (2) можно записать в виде: 
______________________________________________________ 
ijij GeS 2= , ( )[ ] ( )021 TTE T −+−= ασνε . (4) 
Простейшая возможная зависимость между 
напряжениями и деформациями для вязкоуп-
ругого тела в обозначениях (3) имеет вид 
 
teGStS ijijij ∂∂=+∂∂ 2ϑ  (5) 
 
для среды Максвелла и 
 
( )teeGS ijijij ∂∂+= ϑ2  (6) 
для среды Кельвина, где Gη=ϑ  – время 
релаксации в (5) и время запаздывания в (6), η  
– вязкость материала. 
 
Если ввести безразмерные переменные: 
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где а – температуропроводность материала, R – масштабная единица, cT – температура границы 
области D ( )0TTc > , то соотношения (4)–(6) принимают вид; 
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(8) 
_____________________________________________________ 
 
В теории [5] показано, что исходную задачу 
о температурных напряжениях вязкоупругого 
тела можно свести к эквивалентной квазиста-
тической задаче термоупругости, если в 
операционном решении последней задачи 
модуль сдвига G и коэффициент Пуассона ν  
заменить на их изображения по Лапласу 
( )∫
∞
−
0
exp ττ ds  следующего вида: 
для среды Максвелла 
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для среды Кельвина 
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Обобщенная динамическая 
и квазистатическая модели термической 
реакции вязкоупругих тел на тепловой удар 
Изучим термическую реакцию на тепловой 
удар одновременно трех вязкоупругих облас-
тей: бесконечная область, ограниченная изнут-
ри либо плоской поверхностью (случай 1), либо 
цилиндрической поверхностью (случай 2), либо 
сферической поверхностью (случай 3). Выяс-
ним влияние геометрического фактора гранич-
ной поверхности области на величину термо-
вязкоупругих напряжений. С целью охватить 
одновременно все три случая от определяющих 
соотношений (1)–(3) перейдем к уравнению в 
перемещениях. После ряда длительных преоб-
разований приходим к соотношению: 
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Здесь ( ) ρµλυ 2+=p – скорость распро-
странения волны расширения в упругой среде, 
величина, близкая к скорости звука. При чисто 
тепловом ударе граница S области D считается 
свободной от напряжений. Соответствующее 
граничное условие имеет вид  
 
( ) 0, =∑
i
iij ntMσ , SM ∈ , 0 >t , (13) 
где напряжения ijσ  связаны с перемещениями 
соотношениями 
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здесь ( )321 n ,n,nn =  – внешняя нормаль к S - 
вектор, непрерывный на S. Входящая в (11), (14) 
температурная функция ( )tMT ,  является ре-
шением задачи: 
 
( ) ( )
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0   ,   ,,,
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В качестве области ( )0   , >∈=Ω tDM , как 
указывалось, рассмотрим три случая. В первом 
случае в декартовых координатах ( zyx ,, ) рас-
сматривается область Rr > , 0>t , темпера-
турное состояние которой описывается функ-
цией ( )tzT , ; при этом 0== yx UU , 
( )tzUU zz ,= . Во втором случае в цилиндри-
ческих координатах ( )zr ,,ϕ  рассматривается 
область Rr > , 0>t  в условиях нагрева 
радиальным потоком теплоты ( )trTT ,= , при 
этом 0== zUUϕ , ( )trUU rr ,= . В третьем 
случае в сферических координатах ( )θϕρ ,,  
рассматривается область R>ρ , 0>t  при на-
греве в условиях центральной симметрии 
( )tTT ,ρ= , так что 0== θϕ UU , ( )tUU ,ρρρ =
Во всех трех случаях тепловой удар создается 
внезапным нагревом граничной поверхности до 
температуры 0TTc >  ( )constTc = , что и 
приводит к условиям симметрии. 
Для записи обобщенной модели (вначале 
динамической) во избежание излишней гро-
моздкости введем следующие безразмерные 
переменные. 
В области Rz > , 0 >t : 
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В области Rr > , 0 >t : 
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В области R>ρ , 0 >t : 
 
( ) ( )
( )( ) ( )( ) ( )
( )
( ).
,
,   ,
,
,
  ,   ,,,   ;   ;
0
3
0
3
0
0
32
TTR
tU
U
TT
t
a
R
TT
TtTW
R
at
R
cTcT
p
c
−
=
−
=
=
−
−
===
α
ρ
τξ
α
ρσ
τξσ
υ
γ
ρ
τξτρξ
ρρρ
ξξ
 
 
_____________________________________________________ 
В координатах ( )τξ,  обобщенная модель имеет вид: 
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∂
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∂
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∂
=
=
=
τ
τ τ
i
i
UU ,     1≥ξ , (16) 
( )
1
1 1
11
1
12
=
= −
+
=





⋅
−
+
+
∂
∂
ξ
ξ ν
ν
ξν
ν
ξ ii
i WUmU , 0>τ ; (17) 
( ) ∞<τξ ,iU ,     1≥ξ , 0≥τ  (18) 
ξξξτ ∂
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∂
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При этом: 
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12, . (22) 
_____________________________________________________ 
 
 
Здесь: 1=i  при 21−=m ; 2=i  при 0=m ; 
3=i  при 21=m . 
Поскольку соотношения (1)–(4) содержат 
время, то даже при постоянных краевых 
условиях обобщенная задача (15)–(22) является 
нестационарной и следовательно динамической. 
Однако здесь в силу малости параметра 2γ  в 
(15) для полимерных материалов [7, 8] воз-
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можен квазистатический подход (при 02 =γ ), 
который далее исследуется. 
Прежде всего, запишем аналитическое  
решение тепловой задачи (19)–(21) для всех 
трех случаев, используя подходы, развитые в 
работах [9, 10].  
_____________________________________________________ 
Находим: 
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(23) 
Здесь: ( ) ( )zz Φ−=Φ 1* , ( ) ( )dyyz ∫
∞
−=Φ
0
2exp2 π – функция Лапласа. 
_____________________________________________________ 
 
В пространстве изображений по Лапласу 
( )∫
∞
−
0
exp dssτ
 решение обобщенной квази- 
статической термоупругой задачи имеет вид: 
 
( ) ( )dysyWysU immi ∫
+
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+
=
ξ
ξν
νξ
1
,1
1
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( )( ) ( ) ( ) ( )dysyWymGs imm
i ∫ ++
+
−
+
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ξ
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1
,12
1
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. 
(25) 
 
Переходя к вязкоупругой области, необ-
ходимо в изображениях (24)–(25) заменить ν  и 
G на их изображения ( )sν  и ( )sG , то есть 
записать: 
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где ( ) ( )dysyWysF imi ∫ +=
ξ
ξ
1
,, 12 . (28) 
Опуская длительные выкладки, оконча-
тельно находим: 
 
среда Максвелла 
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где введены новые безразмерные величины 
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при этом  
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_____________________________________________________ 
 
Переходя в (29)–(30) к оригиналам, находим: 
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iim
i
0
*
1
*
122 ,exp1,
12,~ ; (34) 
 
среда Кельвина 
 
( ) ( )sF
s
sU imi ,1
11,~ *
1
12
*
1 ξ
ϑξ
ϑξ
+
= +
, (35) 
( )( ) ( )( ) ( ) ( )




+
−
+
−
−
−= + sFs
sFms iim
i ,
1
1,12
212
13,~ *
1
*
4
22 ξϑ
ϑξ
ξν
νξσξξ . (36) 
 
где  
 
( )
( )
( ) *
*
1*
*
4 212
131  ,
212
11
ϑν
νϑ
ϑν
νϑ
−
−
=
−
+
= . (37) 
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Переходя в (35)–(36) к оригиналам получаем: 
 
( ) ( ) ( ) ττξ
ϑ
ττ
ξ
ϑτξ
τ
′′




 ′−
−= ∫+ dFU imi
0
*
1
12
*
1 ,exp1,~ , (38) 
( )( ) ( )
( )
( ) ( ) ( ) ( )








′′




 ′−
−−
+
−
−
−= ∫+ ττξϑ
ττϑτξ
ξν
ντξσ
τ
ξξ dFF
m
iim
i
0
*
1
*
422 ,exp1,
12
212
13,~ ; (39) 
_____________________________________________________ 
Для упругой среды (среда Гука) ( ) 01 *1 =ϑ  и 
из (34) находим: 
( )( ) ( )τξ
ξ
τξσξξ ,
12,~ 22 im
i Fm
+
+
−= . (40) 
Функция ( )τξ ,iF  в (33)–(34), (38)–(39) имеет 
вид: 
( ) ( )dyyWyF imi ∫ +=
ξ
ττξ
1
,, 12
, 
(41) 
где ( )τξ ,iW  представлена соотношениями (23) 
соответственно для 3,2,1=i . 
Случай 1=i  (нагреваемое полупространст-
во) требует отдельного рассмотрения. При 
( )21−=m  квазистатическое решение задачи 
для этого случая имеет вид 
_____________________________________________________ 
( )( ) 0,~ 1 =τξσξξ  ( )( )0, =tzzzσ , ( ) ( ) ( ) dxxxyyxx *
10
2
cos
4
1exp1,~,~
ϑτ
ξ
πτ
τξστξσ ∫
∞







 −+
−−==  (42) 
 
для среды Максвелла и 
 
( )( ) 0,~ 1 =τξσξξ  ( )( )0, =tzzzσ , ( ) ( ) ( )
( ) dxxxyyxx *
10
2
* cos
4
1exp1
212
1
2
1,~,~
ϑτ
ξ
πτν
ν
τ
ξτξστξσ ∫
∞







 −+
−
−
+
−




 −Φ−==
 
(43) 
для среды Кельвина.  _____________________________________________________ 
 
Анализ этих соотношений приводит к по-
учительным выводам. Прежде всего, из (42)–
(43) следует, что на поверхности 1=ξ  по всем 
направлениям действуют равные между собой сжи-
мающие напряжения ( )*1exp~ ϑτσ −−=  для среды 
Максвелла и ( ) ( )[ ] ( )*1exp21211~ ϑτννσ −−+−−=  
для среды Кельвина, затухающие со временем в 
первом случае и стремящиеся к упругим 
значениям во втором. Что касается положения 
внутри области 1>ξ , занятой телом, то графики 
на рис. 1 для полупространства и для бес-
конечной среды со сферической полостью 
наглядно показывают термическую реакцию 
исследуемых вязкоупругих сред. Рассматривая 
зависимость напряжений ( )xxσ~−  и ( )( )3ξξσ−  от 
времени, замечаем, что в среде Максвелла при 
мгновенном тепловом ударе эти напряжения 
возрастают, достигают положительного макси-
мума и далее начинается вязкое течение, 
вследствие которого напряжения непрерывно 
убывают, асимптотически приближаясь к нуле-
вому значению. При этом вязкоупругая дефор-
мация приводит к уменьшению напряжений по 
сравнению с упругими. 
 
  
а) б) 
Рис. 1. Среда Максвелла (1) и Кельвина (2) для 2=ξ  при 25,0=ν ; ( ) 2;11 *1 == ϑω   
сплошная кривая – упругая среда, пунктирная  кривая – 1=ω , точечная кривая – 2=ω ; 
а – сферическая с.к.; б – декартова с.к. 
 
В среде Кельвина, напротив, подъем напря-
жений при резком тепловом воздействии пре-
вышает соответствующее упругое значение, к 
которому эти напряжения после достижения 
максимума в последующем асимптотически 
приближаются. Таким образом, в среде 
Максвелла тело реагирует на быстрое тепловое 
воздействие как вполне упругое и затем раз-
гружается с течением времени, тогда как в 
случае среды Кельвина имеет место явление 
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запаздывания по сравнению с упругим случаем, 
вызванное внутренним сопротивлением. Су-
щественно, что максимум напряжений в среде 
Кельвина значительно превышает максимум 
напряжений в среде Максвелла. 
На рис. 2–4 приведены зависимости 
напряжений ( )( )iξξσ−  3,2=i  и ( )xxσ~−  по текущей 
толщине ξ  от границы области 1=ξ  в разные 
моменты времени. Здесь снова можно видеть 
характерные особенности обоих вязкоупругих 
материалов, как и на графиках рис.1. Видно, что 
в областях с полостью напряжения качественно 
они ведут себя одинаково, в том числе и по от-
ношению к напряжениям к упругой области, но 
наличие цилиндрической полости приводит к 
максимуму напряжения, более чем в два раза 
превышающему соответствующее значение для 
области со сферической полостью. При этом в 
среде Кельвина напряжения также превышают 
соответствующие значение для среды Макс-
велла. Что касается полупространства 1>ξ  
(без полостей), то в обеих средах тепловой удар 
приводит к возрастанию напряжений на 
границе области и их дальнейшему убыванию 
по мере удаления от границы и здесь также 
среда Кельвина преобладает над средой 
Максвелла. Можно предположить в этом случае 
(для 1=i ), что приповерхностные слои области 
являются наиболее чувствительными с точки 
зрения термической прочности. 
 
  
а) б) 
Рис. 2. Среда Максвелла (а) и Кельвина (б) для i=1 (декартова с.к.) при 25,0=ν ;  2;1=ω : 
сплошная кривая – упругая среда, пунктирная кривая – 1=ω , точечная  кривая – 2=ω ; 
1 – 25.0=τ , 2 – 1=τ . 
 
  
а) б) 
Рис. 3. Среда Максвелла (а) и Кельвина (б) для i=2 (цилиндрическая с.к.) при 25,0=ν ; 2;1=ω  
сплошная кривая – упругая среда, пунктирная кривая – 1=ω , точечная  кривая – 2=ω ; 
1 – 25.0=τ , 2 – 1=τ . 
 
  
а) б) 
Рис. 4. Среда Максвелла (а) и Кельвина (б) для i=3 (сферическая с.к.) при 25.0=ν ; 2;1=ω  
сплошная кривая – упругая среда, пунктирная кривая – 1=ω , точечная  кривая – 2=ω ; 
1 – 25.0=τ , 2 – 1=τ . 
Вестник МИТХТ, 2014, т. 9, № 3 
111 
 
Выводы 
Предложена обобщенная модель теории 
теплового удара вязкоупругих тел в рамках 
реологических моделей Максвелла и Кельвина. 
Рассмотрены одновременно бесконечная вязко-
упругая область, ограниченная поверхностями: 
либо плоской, либо цилиндрической, либо сфе-
рической. Выяснено влияние геометрического 
фактора граничной поверхности области на 
величину термовязкоупругих напряжений, а 
также особенности вязкоупругих сред Макс-
велла и Кельвина.  
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THE GENERALIZED MODEL OF THERMOVISCOELASTICITY 
IN THE THEORY OF HEAT SHOCK 
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The theory of heat stress for viscoelastic bodies based on linear rheological models of Maxwell and Kelvin for 
infinite domain bounded from inside by surfaces of either flat or cylindrical, or spherical shape together was 
examined. The influence of the geometrical factor and features of viscoelastic substances were found. 
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